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прямоугольника, ослабленного отверстием и 

вырезками в вершинах 
Г. А. Капанадзе α & Л. А. Гоголаури σ 

 

ABSTRACT
 

Рассматривается задача отыскания равнопрочного контура теории изгиба пластинки для 
прямоугольника, ослабленного отверстием и вырезками в вершинах (неизвестная часть 
границы) при условии, что на каждом линейном отрезке границы прикреплена жесткая планка 
и пластинка изгибается нормальными моментами, приложенными к планкам таким образом, 
что углы поворота средней поверхности пластинки принимают кусочно-постоянные значения, а 
неизвестная часть границы свободна от внешних усилий. Условие равнопрочности искомого 
контура (совокупность границ отверстий и вырезок) заключается в том, что действующий на 
него тангенциальный нормальный момент принимает постоянное значение. 

 

Методами комплексного анализа, комплексныве потенциалы выражающие прогиб средней 
поверхности пластинки и уравнение искомого равнопрочного контура построены эффективно (в 
аналитическом виде). Приведен анализ упомянутых результатов в случае квадрата. 

 

2010 Mathematics Subject Classification 74B05.
 

Ключевые слова: Задача изгиба пластинки; Конформное отображение; Задачи Римана-
Гильберта и Келдыша-Седова; Эллиптические интегралы.
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Введение. Задачи отыскания равнопрочного контура плоской теории упругости и изгиба 
пластинки можно отнести к обширному классу задач оптимизации форм упругих тел (см. [1])и 
они всегда были в центре внимания многих ученых. Среди методов, разработанных для 
изучения этих задач одно из важных мест занимают методы комплексного анализа (методы 
теории граничных задач аналитических функций и конформного отображения). Этим подходом 

упомянутые задачи рассмотрены в работах [2-10]. 
 

Постановка задачи.
 

Пусть серединная поверхность упругой изотропной пластинки на 

плоскости комплексной переменной занимает двухсвязную область , внешняя граница 
которой представляет прямоугольник с вырезками  в вершинах, а внутренняя граница –

 

гладкий замкнутый контур (фиг. 1). Предположим, что на каждом линейном участке внешней 
границы прикреплена жесткая планка и пластинка изгибается нормальными моментами 
приложенными к планкам таким образом, что углы поворота средней поверхности пластинки 
принимают кусочно постоянные значения, перерезывющая сила равна нулю, а неизвестная 
часть границы (искомый равнопрочный контур) свободна от внешних усилий. Рассмотрим 
симметричный случай и будем считать, что на каждом отрезке внешней границы заданы 
значения главного нормального изгибающего момента.
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Рассмотрим задачу: найти прогиб  средней поверхности пластинки и аналитическую 
форму неизвестной части границы при условии, что действующий на неё тангенциальный 

нормальный момент принимает постоянное значение . 

Решение задачи. В силу симметрии, мы можем рассмотреть упругое равновесие 

заштрихованной части  области  (фиг. 1), граница которой состоит из прямолинейных 

отрезков  и из дуги    

Согласно приближенной теории изгиба пластинки прогиб  средней поверхности в 
рассатриваемом случае удовлетворяет уравнению 

                                                                                                                                   (1) 
и граничным условиям 

                                                                                         (2) 

 где  - главные нормально изгибающие моменты;                 

(  - углы поворота),  - перерезывющая сила;  - крутящий момент;  - 
тангенциальный нормальный момент.  
Отметим, что в классических постановках задач изгиба пластинки, на свободной части границы 

обычно имеем два условия: , но в случае равнопрочного контура, 

который характеризуется условием , как это увидим ниже, условие  

выполняется автоматически, и таким образом, на  остаются два условия  а 

 - принадлежит к внутренним силовым факторам.  
На основании известных формул (см. [12]-[14]) имеем 

                                                                       

        (3)

 

где  - угол между осью  и внешней нормалью границы в точке  - 

цилиндрическая жесткость пластинки ),    - коэффициент Пуассона, 

 

На основании (2) и (3), относительно искомых функций  и  получим граничные 
условия  

                                                M                                      (4) 

                                                     N                               (5) 
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                                                                                                                         (6) 

                                                                                                                                       (7) 
где   

 

В дальнейшем от искомых функций  и  потребуем, чтобы  была непрерывна в 

замкнутой области , а  и  были непрерывно продолжимы на границе области  

всюду, за исключением быть может вершин  и , в окрестности которых выполняется 
условие 

                                                                
(8)

 

Сложением равенств (4) и (5) и затем дифференцированием по дуговой абсциссе , учитывая, 

что функции  и  кусочно постоянные, получим 

                                                                                                                                             (9) 

Отображением области  на единичный круг  и введением функции  

 -  конформно-отображающая функция), граничные условия 
(7) и (9) запишутся в виде однородной задачи Римана-Гильберта (см. [12], [15]).  

                                                                                     (10) 

где  и  - части окружности  соответствующие контурам  и  соответственно. 
Задача (10) при условии (8) имеет только тривиальное решение, и, таким образом, имеем 

                                                                                                                                    
(11)

 

Отметим, что линейность комплексного потенциала  является необходимым условием 

существования равнопрочного контура. Кроме того, в силу линейности функции , 

заключаем, что перерезывающая сила  во всей области, и, таким образом, условие 

  выполняется автоматически (см. сказанное выше). 

Пусть функция  конформно  отображает верхнюю полуплоскость  на область 

. Обозначим через  прообразы точек  и будем считать, что              

(  - серединная точка дуги    (см. фиг. 1)).  
Введением функций  

                             

(12)
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граничные условия (5) и (6) с учетом (11) приводятся к граничным задачам Келдыша-Седова для 

полуплоскости  (см. [12], [15]) 

                                                                                                                  

    (13)

 
 

                                                         
n                     

                                   

(14)

 

где  и  - длины сторон прямоугольника (см. фиг. 1).  
Будем искать ограниченные на бесконечности решения задачи (13) и (14) класса 

  (об этом классе см. [12])  удовлетворяющие условию 

                                                                                                                                    (15) 

Индексы упомянутых задач данного класса равны . 
Необходимые и достаточные условия существования ограниченных на бесконечности решений 
задачи (13) и (14) упомянутого класса имеют соответственно вид (см. [11], [12]) 

                                                                                                  (16) 

                                                                                                             (17) 
а само решение дается формулами 

                                                    
(18)

 

                                                              
(19)

 
где  

                            
(20)

 

(под радикалами подразумевается ветвь, разложение которой в окрестности бесконечно 

удаленной точки имеет вид ). 

Легко показать, что функции  удовлетворяют условию (15).  

После нахождения функции  , на основании (12), для функций  и 

 получаем формулы  
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(21)

 

                                                                                                          
(22)

 
Для определения аналитической формы искомого равнопрочного контура, воспользуемся 

формулами (18), (19), (21). Очевидно, что уравнения для частей (дуг) и  упомянутого 

контура получаются из образа функции , при  и  
соответственно. 

Если в формуле (21) перейдем к пределу при , на основании формулы Сохоцкого-
Племеля, получим  

                                                                                                           
(23)

 
причем интегралы, входящие в этой формуле понимаются в смысле главного значения по 

Коши. Аналогично, для контура  (дуги) имеем при  

       
       (24)

 
Вернемся теперь к формулам (16)-(19) и (23), (24). Интегралы, участвующие в этих формулах 
выражаются через эллиптические интегралы первого и третьего рода. А именно (см. [16]) 

                                                                                 

(25)

 

                        

(26)

 
где 
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     (27)

 

 - полный эллиптический интеграл первого рода; 

 - полный эллиптический интеграл третьего рода. 
Если удовлетворимся приближениями 

 
условия (16) и (17) запишутся в виде 

                                                                                                     (28) 

                                                                                                      (29) 

а для функций  и  на основании (18)), (19), (26)-(29) получаем формулы 

                                                                                   (30) 

Причем  

Таким образом для определения параметров  имеем два условия (28) и (29). 
Рассмотрим случай циклической симметрии, т. е. примем, что 

. 
Как легко заметить,  в этом случае   

                                                                          (31) 

и из условий (28) и (29) остается одно условие  

                                                                                                     (32) 
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(здесь, как и в дальнешем, подразумеваем  . 
   Учитывая, что  

                                                                                                                                                    (33) 
из (32) следует  

                                                                                                                                                (34) 

Так, как , из (33) имеем , и, таким образом, из (34) получаем область 
изменения параметра  (считая ) 

                                                                                                                                                    (35) 
После соответствующих вычислений, из (34), с учетом (31), получим равенство 

                                                                                                                                           (36) 
Введем обозначение 

                                                                                                                                    (37) 
из (36), относительно  получим уравнение 

                                                                                                                                            (38) 

Потребуем, чтобы , тогда будем иметь , и для однозначного определения  

(учитывая, что для функции  имеем ) необходимо, 

чтобы дискриминант уравнения (38) равнялся нулю, т. е. , из которого, 

относительно  получим уравнение 

                                                                                                                                       (39) 

Так, как для трехчлена  имеем  

дискриминант , для , которая удовлетворяет условию , получим 
формулу 

                                                                                                                                                  (40) 
После нахождения , для определения из (38) имеем формулу 

                                                                                                                                                             (41) 
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На основании приведенных результатов заключаем: 

При заданных внешних усилиях, для конкретного значения  из интервала (35) (и тем самым 

значения параметра , так как при введенных обозначениях  ), определяя  

из (37), а параметры  и  из (40) и (41),  уравнения искомого равнопрочного контура на 

основании (23) и (24)  (с учетом формулы (30) и равенства )  даются формулами 

                                                                                                         (42)
 

                                                    (43)
 

где 
 

                                                                             (44)
 

Так, как из (44) имеем
 

 

то для точки 
 
на основании (43) получаем 

 

 

а для серединной точки 

 

дуги    (см. фиг. 1) имеем:
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